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观几何学*#)数学基础*

!

在
!)**

年巴黎国际数学家大会上$希尔伯特发表了题为)数学问题*的著名演讲
!

在这具
有历史意义的演讲中$首先$他提出许多重要的思想%正如人类的每一项事业都追求着确定的
目标一样$数学研究也需要自己的问题

!

正是通过这些问题的解决$研究者锻炼其钢铁意志$发
现新观点$达到更为广阔的自由的境界

!

接着$他根据过去特别是
!)

世纪数学研究的成果和发
展趋势$提出了

"#

个最重要的数学问题
!

这
"#

个问题通称希尔伯特问题$后来成为许多数学
家力图攻克的难关$对现代数学的研究和发展产生了深刻的影响$并起了积极的推动作用

!

希
尔伯特问题中$有些现在已得到圆满解决$有些至今仍未解决

!

希尔伯特一生的信念是%!我们必须知道$我们必将知道
!

"

希尔伯特方案
希尔伯特的)几何基础*&

!())

年'是公理化思想的代表作$书中把欧几里得几何学加以整
理$成为建立在一组简单公理基础上的纯粹演绎系统$并开始探讨公理之间的相互关系$研究
整个演绎系统的逻辑结构

!!)*$

年$他又着手研究数学基础问题$经过多年酝酿$于
"*

年代
初$提出了如何论证数论#集合论或数学分析一致性的方案

!

他建议从若干形式公理出发将数
学形式化为符号语言系统$并从不假定实无穷的有穷观点出发$建立相应的逻辑系统

!

然后再
研究这个形式语言系统的逻辑性质$从而创立了元数学和证明论

!

希尔伯特的目的是试图对某
一形式语言系统的无矛盾性给出绝对的证明$以便克服悖论所引起的危机$一劳永逸地消除对
数学基础以及数学推理方法可靠性的怀疑

!

然而$

!)#*

年$年轻的奥地利数理逻辑学家哥德尔
&

!)*&

-

!)'(

'获得了否定的结果$证明了希尔伯特方案是不可能实现的
!

但正如哥德尔所说$

希尔伯特有关数学基础的方案!仍不失其重要性$并继续引起人们的高度兴趣"

!

第一次数学危机
第一次数学危机产生于古希腊时期

!

公元前
%**

年左右$当时毕达哥拉斯学派统治数学
界$由于他们采用的是唯心主义的研究方法$所以$他们认为!万物皆数"$数学知识是由于纯粹
的思维而获得并不需要观察#试验

!

在毕达哥拉斯学派那里$!数"指的是整数$而不包括无理
数$后来他们发现了勾股定理$得出满足直角三角形三边长的一般公式

!

在具体演算过程中$却
发现一些直角三角形的三边比不能用整数来表示

!

这样就陷入了两难的境地$要么承认这种现
象的存在$要么否认自己的学说

!

但是毕达哥拉斯学派并不承认他们的错误$这样就导致了矛
盾$产生了第一次数学危机

!

第一次数学危机形象地表示为%在一个直角三角形中$两边长为
!

$第三边弦的长是多少(

根据毕达哥拉斯定理$设第三边弦的长是既约分数E

$

$则
!

"

'!

"

&

E

"

$

"

$由此得出
E

"

&"$

"

是偶数$所以
E

也一定是偶数
!

设
E&"

7

$则
$

7
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&"$
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$由此可知
$

是偶数
!

这样就产生了矛盾
!

其实我们知道$如果直角三角形的两边长为
!

$第三边弦长为槡"$但是古希腊的毕达哥拉
斯学派是不承认无理数的

!

无公度线段的发现引起第一次数学危机
!

传说$这种性质是由毕达
哥拉斯学派的希帕苏斯在公元前

$**

年前后发现的$为此$他的同伴把他
"

进大海
!

但也有可
能因其泄密而被处死

!

不管怎样$这个发现对古希腊的数学观点有极大的冲击
!
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第一次数学危机的解决$使得一门新的学科欧氏几何学诞生了$欧几里得)原本*的出现$

标志着第一次数学危机的结束$从此$几何学公理化成为数学界关注的问题
!

第二次数学危机
大家知道$在公元前

%

世纪出现了数学基础的第一次灾难性危机$这就是无理数的诞生
!

这次危机的产生和解决大大地推动了数学的发展
!

到了
!'

世纪的后期$出现了一崭新的数学分支---数学分析$或称微积分
!

它在数学领域
中占据着主导地位$这种新数学的特点是$非常成功地运用了无限过程的运算$即极限运算$而
其中的微分和积分这两个过程则构成了微分学和积分学的核心$并奠定了全部分析学的基础

!

微积分诞生之后$数学迎来了一次空前的繁荣时期
!!(

世纪被称为数学史上的英雄世纪
!

这个时期的数学家们在几乎没有逻辑支持的前提下$勇于开拓并征服了众多的科学领域
!

它们
把微积分应用于天文学#力学#光学#热学等各个领域$并获得了丰硕的成果

!

人们用微分学理
论发现了哈雷彗星$用积分学理论可以计算任意平面图形的面积

!

在数学本身它们又发展了微
分方程的理论$无穷级数的理论$大大地扩展了数学研究的范围

!

在微积分的发展过程中$出现了这样的局面%一方面是微积分术创立之后立即在科学技术
上获得应用$从而迅速地发展,另一方面是微积分学的理论在当时是不严密的$出现了越来越
多的谬论和悖论

!

数学的发展又遇到了深刻的令人不安的危机
!

例如$有时把无穷小量看作不
为零的有限量而从等式两端消去$而有时却又令无穷小量为零忽略不计

!

由于这些矛盾$引起
了数学界的极大争论

!

如当时爱尔兰主教#唯心主义哲学家贝克莱&

!&(%

-

!'%#

'嘲笑!无穷小
量"是!已死量的幽灵"

!

这种由微积分的基础所引发的危机在数学史上称为第二次数学危机$

而这次危机的引发与牛顿有直接的关系
!

这样的悖论日益增多$数学家们在研究无穷级数的时候$作出许多错误的证明$并由此得
到许多错误的结论

!

因此在
!(

世纪结束之际$微积分和建立在微积分基础之上的分析的其他
分支的逻辑处于一种完全混乱的状态之中

!

事实上$可以说微积分在基础方面的状况比
!'

世
纪更差

!

数学巨匠$尤其是欧拉和拉格朗日给出了不正确的逻辑基础$因为他们是权威$所以他
们的错误就被其他的数学家不加批评地接受了$甚至作了进一步的发展

!

进入
!)

世纪$数学陷入了更加矛盾的境地
!

虽然它在描述和预测物理现象方面所取得的
成就远远超出人们的预料$但是大量的数学结构没有逻辑基础$因此不能保证数学是正确无误
的

!

历史要求给微积分以严格的基础
!

第一个为补救第二次数学危机提出真正有见地的意见的是达朗贝尔
!

他在
!'%$

年指出$

必须用可靠的理论去代替当时使用的粗糙的极限理论
!

但是他本人未能提供这样的理论
!

直到
!)

世纪初$出现了一批杰出的数学家$他们积极为微积分的奠基工作而努力
!

首先要
提到的是捷克的哲学家和数学家波尔查诺$他开始将严格的论证引入到数学分析中

!!(!&

年$

他在二项展开公式的证明中$明确提出了级数收敛的概念$同时对极限#连续和变量有了较深
入的理解

!

法国科学院的科学家柯西对微积分的理论进行了认真研究$建立了极限理论
!

柯西是分析
学的奠基人$法国公认的多产的数学家$在数学分析和置换群理论方面做了开拓性的工作

!

他
在

!("!

-

!("#

年间出版的)分析教程*和)无穷小计算讲义*是数学史上划时代的著作
!

在书中
他给出了数学分析一系列基本概念的精确定义$然后用极限定义连续性#导数#微分#定积分和
无穷级数的收敛性

!

后来又经过德国数学家魏尔斯特拉斯进一步的严格化$引进了精确的!
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